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6.1 ECUACIONES DE GIBBS

Sea: eun sistema cerrado homogéneo (= 2 grados de libertad = 2 variables de estado)
e sistema simple, con una Unica variable métrica, que sea el volumen: X; =» V

a/ con el 12 Ppio. hemos definido “U”, mediante la Ec. de Estado Calérica (3.31): U = U(T,V) /1
b/ con el 22 Ppio. hemos definido “S”, que podria expresarse: S=5(T,V) Ul
Eliminando “T” de ambas => U=UGSV)[]] (6.1)

e expresa la ec. de una superficie que contiene a los ptos. que
representan estados de equilibrio de un sistema termod. en un
espacio: U — S — V . Es decir: representa los estados de cualquier
proceso cuasiestatico, realizado por el sistema.

e su expresioén diferencial, podemos obtenerla considerando un

proceso elemental cualquiera sobre dicha superficie, por ejemplo:

tomando procesos reversibles, (6.1) queda:
__6Q™Y _ du+éwT¢” _ dU+P.dV

el S S S
(4.17) (3.24) si: SWT = SW,JY_= P,.dV 7—|\P. dv
si s6lo existe trabajo volumétrico (3.4) (3.12) revers. = cuasiestat.y r =0
12 Ec. de Gibbs: [dU = T.dS — P.dV| [/] (6.2)

e expresion diferencial de una sucesion elemental de estados.

e valida para cualquier proceso elemental cuasiestatico, en los que necesariamente el
sistema evoluciona por estados de la superficie (6.1). Es decir: al expresar una relacion
entre la variacién de propiedades de estado entre dos estados de equilibrio, es valida
para cualquier proceso cuasiestatico entre ellos (reversible y/o irreversible).

e ademas, como: H7—|§U+P.V :>dH=dU+P.dV+V.dPKT.dS+V.dP
(3.28) (6.2)
22 Ec. de Gibbs: |dH = T.dS + V.dP| [/] (6.3)
e (idem)

e Caso particular:
Sea: - un sistema cerrado homogéneo (= 2 grados de libertad = 2 variables de estado)
- sistema simple con una uUnica variable métrica, que sea el volumen: X; - V
- efectuando un proceso ciclico cuasiestatico

) o N o $T.dS
-(6.2) queda: AU =¢T.dS—¢P.dV=0 = Frav = 1] [-] (6.4)
0 (1.6) ciclo
L o . a(T,S) . -
- que es la expresion geométrica de que el Jacobiano: eV 1  (ver Apéndice Matematico en ANEXO E.2)
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6.2 POTENCIALES TERMODINAMICOS PARA SISTEMAS CERRADOS

Se llaman “Ec. Caracteristicas” o “Potenciales Termodindmicos” a ciertas funciones de estado, que
expresadas en unas variables concretas (llamadas “variables naturales”) tienen naturaleza matematica de
funcién potencial, pues por derivaciones sucesivas proporcionan una descripcion completa del estado de
equilibrio termodinamico de un sistema.

Es decir, proporcionan info acerca de:

- las condiciones de equilibrio y estabilidad.

- las ecuaciones estado, tanto térmica como caldrica (via primera derivacion)

- los médulos termodindmicos: coef. térmicos y coef. caldricos (via segunda derivacién)

- la interrelacion entre los médulos termodinamicos vy las variables: T, P, V ; en las sustancias puras
homogéneas.

Sea: - unsist. cerrado, homogéneo (2 variables de estado), monocomponente
- sistema simple, con una Unica variable métrica, que sea el volumen: X; - V

Ec. Caracteristica Ec. Caracteristicas alternativas 6, Potenciales Termodinamicos
H(S,P) - potencial Entalpia
U(S,V) — potencial E. Interna § A(T,V) — potencial energia libre de Helmholtz 8, funcién de trabajo
G(T,P) - potencial energia libre de Gibbs 6, entalpia libre de Gibbs

(se obtienen mediante transformaciones de Legendre)

6.2.1  Ec. caracteristica: U(S,V)

Nos limitamos a: - un sist. cerrado, homogéneo (2 variables de estado), monocomponente
- sistema simple, con una Unica variable métrica, que sea el volumen: X; - V

Partimos de (6.2): l[dU =T.dS — P.dV| 7] — 12 Ec. Gibbs (6.5)
- que representa una variacion elemental de estado de un sistema, en un espacio U — S — V, como lugar

geométrico de todos los estados de equilibrio.

- integrando (6.5): 7] (6.6)

gue es la llamada “Ec. Caracteristica”, que por derivaciones sucesivas proporciona
una descripcion completa del estado de equilibrio termodinamico del sistema.

i i _ ou
Diferenciando (6.6): dU = I V.dS + pre S.dV U1
- por lo que: Z—g , Z—: L= TS, V) (K] (6.7)
au u
wls = 3l = ~PEV)  [Pal (6.8)
- es decir: (T,—P) - son las variables conjugadas de (S, V) en el potencial de U
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Demo: veamos como (6.5) contiene la descripcién completa del estado termodinamico de la sustancia:
- eliminando S de (6.7) y (6.8): V =V (P,T) [m*] — conduce a Ec. Est. Térmica: P(T,V) (6.9)
- eliminando V de (6.7) y (6.8): S =S(P,T) [ﬂ —> conduce a Ec. Est. Caldrica: U(T,V) (6.10)
con (6.6) = U(T,P,V) ycon (6.9)=U(T,V)

ou
u u as u ds as T Bs , ,
-335): ¢, =—| ==| .| ==—| .=| =T.—=| =s—=-22 - Calor Especif. Isécoro
arl, arl, asl, asl, arl, arly, _| %u
Ssly as2|,
(6.7) (6.7)
analogamente se pueden obtener, en funcion de las derivadas parciales de u respecto de s y v:
ds Usy.U re )
cp=T.—| = SV SV — Calor Especifico Isébaro
oTlp  Ussy.Uyy,s—(Usy)
1 v 1 U o
=== =-. . — Coef. Expansién Isébaro
v 0Tlp v (Usy) -Ussy.Uyvs
1 Jv 1 Ussy T
Kr = —-.—| =-. > — Coef. Compresibilidad Isotermo
v OPly v Ussy.Uyv,s—(Usy)
0Z
Nomenglatura: ara simplificar la escritura:  Zyy = oz . Zyx = ozl . — 0z _ @
= P P COOXY Toaxly 0 TYX Toavly 2 2XY T axay ay

6.2.2 Obtencidn de los potenciales termodinamicos

El inconveniente de la ec. Caracteristica U(S, V) es que utiliza como variables independientes: la entropia
(no medible directamente) y el volumen (medible pero, a veces tedioso), por lo que seria bueno
encontrar una alternativa en sus variables conjugadas T y P, que si son directamente medibles.

El modo de generar nuevos potenciales termodindmicos, que suministren la misma informacion del
sistema, es utilizar las transformaciones de Legendre.

Objetivo: seaunarelacion U = U(Xy, X5, ..., X,,), se desea encontrar un método mediante el que una o
. . . ) U .
varias variables «; conjugadas de las X;, es decir: a; = X puedan usarse como variables
i

independientes y obtener una nueva funcidn de estas a;, que nos dé la misma informacién
que la relacién inicial: U = U(Xq, X5, ..., Xp,)

Transformaciones de Legendre: (recordando Anexo-C)
Sea una funcidn de varias variables: ¢ = ¢p(Xy, X5, ..., X,,), si se cambian m de las n variables (p.ej.: las m
primeras) por sus respectivas variables conjugadas, se tendra el siguientes conjunto de ecuaciones:

¢ =X, X, .0, X)) (6.11)
a, = ;—i — ay es la variable conjugada de X;;, = “m” ecuaciones (6.12)
y se define una nueva funcién: 1 = ¢ — YX="q, . X, (6.13)
Eliminando ¢ y las m variables X}, entre estas ecuaciones, se obtiene una nueva funcion — Y
‘1/} =Y(ay, dy, o, Ay Xopt 1 ...,Xn)| — Transformada de Legendre, de ¢ respecto a las X (6.14)
0JO: se puede demostrar que si hay n pares de variables conjugadas, el nimero de transformadas de
Legendre posibles es: 2™ — 1 H(S,P)
En nuestro caso: U = U(S,V) =>22-1=3 - A(T,V)
G(T,P)
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6.2.3  Otros potenciales energéticos

Nos limitamos a: - sistemas cerrados homogéneos

- con una unica variable métrica, que sea V (sistema simple)

Partimos de la Ec. Caracteristica: U = U(S,V)

A/

B/

¢/

12 Ec. Gibbs: “Energia Interna”

e Ec. Caracteristica: “Energia Interna” ->|\U=U(S,V) /] (6.6)

(3.24) (3.4)y(3.12)
5Q7e \/ av+sw \V du+p.av

- recordando el Aptdo. 6.1 —dS = 7 - .
e 12 Ec. Gibbs —|dU=T.dS—P.dV| [] (6.5)
- variables conjugadas: g—z = g—: =T(S,V) [K] - TesconjugadadeS (6.7)
14 v
au du .
wls = al, = —P(S,V) [Pa] — —P esconjugadadeV (6.8)

22 Ec. Gibbs: Potencial 6 funcién: “Entalpia”

Se elige para el cambio: —P como conjugada de V
Es decir, se cambia el par de variables (S, V) de U, por el par (S, P), generando una nueva funciéon H

- (6.11): se reduce a ->U=U(S,V) (quequeremoscambiar) (6.15)
- (6.12): —P conjugada de V, con (6.8) - —P = Z—g s = Z—Z . (3.27) (6.16)
- (6.13): transformada de Legendre queda -yY=U—-(-P).V=U+P.V=H
- eliminando U y V del sist. de ec., ) = H queda —» H = H(S, P)
e Potencial 6 funcién: “Entalpia”  (3.28) - |H(S, P)=U+P. V| 1 (6.17)
- derivando (6.17) —-dH =dU + P.dV +V.dP

(6.5)
e 22 Ec Gibbs —>|dH =T.dS +V.dP| [ (6.18)

32 Ec. Gibbs: Potencial 6 funcion: “Helmholtz”

Se elige para el cambio: T como conjugada de S
Es decir, se cambia el par de variables (S, V) de U, por el par (T, V), generando una nueva funcion A

- (6.11): se reduce a - U =U(S,V) (que queremos cambiar) (6.19)

-(6.12): T conjugada de S, con (6.7) ->T= ol _ ou (6.20)
as 1% as v

- (6.13): transformada de Legendre queda -yY=U-T.S (que llamaremos: A)

- eliminando U y S del sist. de ec., ) = A queda — A = A(T,V)

e Potencial 6 funcién: “Helmholtz” - |A(T, V)=U- T.S| ] (6.21)
- derivando (6.21) ->dA=dU —-T.dS —S.dT

(6.5)
» 32 Ec. Gibbs —|dA=—5.dT — P.dV| []] (6.22)
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D/ 42 Ec. Gibbs: Potencial 6 funcién: “Gibbs”
Se eligen para los cambios: —P como conjugada de V' y T como conjugada de S
Es decir, se cambia el par de variables (S,V) de U, por el par (T, P), generando una nueva funcién G

- (6.11): se reduce a - U =U(S,V) (que queremos cambiar) (6.23)]

-(6.12): T conjugada de S, con (5.3a) ->T= Z—IS] , = Z—Z ., (6.24) I
- (6.12): —P conjugada de V, con (5.3b) - —P = g—s s = g—z . (6.25)

- (6.13): transformada de Legendre queda -y =U—-(—P).V—-T.S (quellamaremos: G)]

- eliminando U, Sy V del sist. de ec., = G queda - G = G(T, P)

e Potencial 6 funcién: “Gibbs” -|G(T,P)=U—-T.S+P.V=H-—T.S|[/1(6.26)
- derivando (6.26) —-dG =dU —-T.dS —S.dT + P.dV +V.dP

\—'—l
(6.6)= —P.dV
e 42 Ec. Gibbs -|dG = —S.dT + V.dP| [/ (6.27)

Nota: Sistema Cerrado, Composicion Variable
e habra que afadir a los segundos miembros de las variaciones de los potenciales, los

términos: | Y iZ1 ;. dn; W;i= variacién potencial con n;

n;=n2 moles del componente i

permaneciendo ctes. las otras dos variables y el resto de N;:
U __OH 04 _ 3G J
[

Hi = on; T on; T oy T ooy (6.28)
HS,V g USP Mz UT,V Mg VT,PNjzi
mnm-n

e en este caso podrian obtenerse mas potenciales termodinamicos ya que hay "i" pares mas de
variables conjugadas — los pares: (u;, n;)
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6.2.4 Significado fisico de los potenciales energéticos

En determinados procesos, las relaciones de AU y AH con el calor (Q), son:

m Energia Interna:

Demo: (3.24)y (3.5):

si:V = cte:

m Entalpia:

Demo: (3.28):
diferenciando:
(3.24):
si: P =P, = cte :

/1 — proceso is6coro (6.29)

AU=Q-W=0Q~[ P.av

AH = Qpp,=cte| /] = proceso isébaro, a la presién exterior (6.30)
H=U+PV

dH =dU + P.dV +V.dP

dH = (6Q — SW) + P.dV + V.dP = §Q — P,.dV + P.dV + V.dP

AH = Q — AV + PAV + VAR = |AH = Qp=p,=cte

Ahora vamos a ver las relaciones, en determinados procesos, de AA y AG con el trabajo (W).

Valido para: - sistemas cerrados, uniformes en T y con una Unica presidn en su frontera

- que realizan procesos cuasiestaticos

m Funcion de Helmholtz:

Demo: partimos de (6.21):
diferenciando:
(4.31)y (4.72):
es decir:
por lo que:

si: T = cte:
descomponiendo:

gueda:

si el proceso es:

m Funcion de Gibbs:

Demo: partimos de (6.26):
diferenciando:
(3.24):
(4.31) y (4.72):
es decir:
por lo que:

descomponiendo:

gueda:

si proceso y (3.5):

—dA = (SW}*,V)max [/] = proceso isdcoro, isotermo, reversible (6.31)

A=U-T.S (3.24)

dA =dU —T.dS —S.dT < (6Q — 6W) — T.dS — S.dT
§Q = T.dS — T.5¢ = T.dS — &

80 —T.dS=—T.60=—&b (5= 0)

dA = —6W — S.dT — &1

dA = —5Wy — 8¢ =|—dA = (§Wp)™*|

. 6 Wy = trabajo de variacién de volumen
W = 6Wy, + 6W " ) o .
OW *= otros trabajos, distintos del volumétrico

T=cte;V=cte;ép=0 = —dAz((SWT*,V)

max

max . . . .
) [/ —isdcoro, isotermo, reversible (6.32)

—dG = (6W’I>‘k,P=Pe=cte

G=U-T.S+P.V=H-T.S
dG = dU —T.dS — S.dT + P.dV + V.dP

dG = (8Q — W) —T.dS — S.dT + P.dV + V.dP
5Q =T.dS —T.8c = T.dS — 8¢

5Q —T.dS=-T.8c =—8¢ (6% =0)

dG = —6W — S.dT + P.dV + V.dP — &y

. 6 Wy = trabajo de variacion de volumen
oW = 6W, + W . . - .
OW *= otros trabajos, distintos del volumétrico

dG = —(6Wy + SW*) —S.dT + P.dV + V.dP — &
T=cte; P=P,=cte; 8 =0 =|—dG = (6W;p_p,cte

)max
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6.3 RELACIONES DE GIBBS, MAXWELL, CLAUSIUS
6.3.1 Relaciones de Gibbs-Helmholtz (obtenidas por 12 derivacion)
Mediante los siguientes desarrollos llegamos a:
Al | (6.22) 32 Gibbs: dA=—-S.dT —P.dV - Z—j -
v
(6.21) E. Helmholtz: A=U—T.S > |A=U+T.Z Ul (6.33)
v
e 2 A_U 194 I
dividiendo por T o ETmTIal, [KZ] (6.34)
Por otro lado, derivando (é) como producto — i%) =12 a—A| — Ll [L] (6.35)
! T/’ P ar ” T 'oTly T2 T2| lk? )
G| | (627)42Gibbs:  dG=-S.dT+V.dP > | =-s
P
(6.26) E. Gibbs: G=H-T.S > |6=H+1.% Ul (6.36)
P
e 2 G _H 196 A
dividiendo por T > mTmEtral, [KZ] (6.37)
. G '3(%) 1 96 ¢V H|py
Por otro lado, derivando (;), como producto — = . = ;.EL) = [ﬁ] (6.38)

Estas relaciones permiten obtener las ec. estado térmica, caldrica y entrépica, como 12 derivada de los

potenciales: Ay G.

Son muy utilizadas en aplicaciones practicas. Recordemos como mds importantes:

94 . 94 -
(6.22): —=| =-S(T,V) — Ec. Est. Entropica ; —| =-—P(T,V) - Ec.Est.Térmica
aT 174 av T
aG . aG _
(6.27): o= = —S(T, P) — Ec. Est. Entrépica 5pl. = V(T,P) — Ec. Est. Térmica
P T
oH oH
(6.18): —| =T(S,P) — menos usada ;o —| =V(S,P) — menos usada
as P P S
2 9(3) .
(6.35): T | = —U(T,V) - Ec. Est. Caldrica
14
2 97) .
(6.38): T e —H(T, P) - Ec. Est. Caldrica
P
Ejemplo: Sealaec. caracteristica:  A(T,V) =5.T2.V +4.V3.T
Obtener: las ec. de estado térmica y entrdpica
Solucidn:
32 Gibbs (6.22): dA =-5.dT — P.dV
Dif. exacta: dA = o4 .dT + o4 .dv
aTly avlir
O sea: —P = Z—’V* =5.T2+4+12.V2T =|P+5T2+12.V2T=0| - f(T,V,P)=0 - Ec.Est.Térmica
T
—S= Z—’T* =10.T.V+4.V3 =[s=-10.T.V — 4.V3] —>S=S(T,V) - Ec.Est.Entrépica
14
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6.3.2 Relaciones de Maxwell (obtenidas por 22 derivacion)

Se basan en: -teorema de Schwarz: igualdad de derivadas cruzadas.
- dado que los potenciales son funciones de estado, sus diferenciales son exactas.

a9 I3} oT oP mol.
(6.5) du=T.ds—P.dv - a_le L= T(s,v) ; % L= —P(s,v) = awl, = s, [ mgK](6.39)
_ on| _on| _ aT| _ v m3 K
(6.18) dh=T.ds+v.dP >3 =T(s,P) ;5| =v(sP) =|7| =3 | - | (6.40)
(2.19) (2.20)
_ da| __ L 0a|l ds| _ 0P \4 4 all ]
(6.22) da=-s.dl ~P.dv — 2| =—sT,v) ;3| =-PTv) = |2 =T =pPp=7 |-+ (6.41)
(2.16)
_ o) _ _ L] _ | __ov ¥ _ i
(6.27) dg = —s.dT +v.dP > 3| =-s(T,P) ;3L| =v(T,P) =|Z| == =-av [mol_K](6.42)

Estas relaciones de Maxwell permiten obtener los médulos termodindmicos, con los cuales se pueden
determinar los coeficientes térmicos y caldricos de las ec. estado.
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6.3.3 Relaciones de Clausius (obtenidas por 32 derivacion)

Aplicando la derivacién cruzada a (6.41) y (6.42) de Maxwell, se obtienen derivadas de 32 grado de las

funciones:ay g

a(%2) a2p ac a%p
T v J
(@] gemo) =72 =Tl |5 =75 4] teaa)
T
Demo: (6.22): dA = —S.dT — P.dV (6.6):dU = T.dS — P.dV
ou du| 0s ou ds as
l(3.35).6'1; _ﬁv _ﬁv'&L; —%L;.ﬁv— 'ﬁv,
a da| s 0%a _0s ' _ . a1 9
Ty aTl, — aTzl, atl, ~— T aT2.0v T avlr
a dal _ 5 0%a _os| _ _or 9%a _62P
v aTl, — aT.av ~ ovlp 7F arl, aT.gvaT  aT?l,
(6.41)
a IR 1 dcy| _ 92P| _ 6(%”)
TTv = "TvT ™™ 1" oy |p — aT2l, ~ ov
T
() 9%v ac a2 3
= ATJf — _ 9% 9cp| _ _p oV m
9 (demo) =25 = —3ml, 2P |y o1zl o] (6:44)
T
Demo: (6.27): dG = —S.dT + V.dP (6.18): dH = T.dS +V.dP
ah oh| ds oh| ds| _ .. 0s
‘(3.37).61_) —ﬁp _ﬁP'%L’ —&|P.ﬁp = .ﬁpl
ag| d%g ds| _ cp 939 1 Ocp
grrp Zorl, T % arzlp —  oarlp T T ar2.0P T 0P
P P P : T
agl _ 9’g _ os| _  ov 9%g 0%
grer Torlp T T ar.9p 0P 7F_6_T oT.0P.OT _ T2
P : T P .OP. P
(6.42)
c
C g st e 2y (T
grre = grrr= 750 ror2lp T “ap

Estas relaciones permiten:
calcular el calor especifico isécoro: ¢, (T, v), por integracion en un proceso a T = cte, a partir del

conocimiento de ¢, a lo largo de una isécora v°, es decir de: ¢, (T, v°).

Demo: ver (6.58a)

calcular el calor especifico isdbaro: ¢p(T, P), por integracion en un proceso a T = cte, a partir del

conocimiento de ¢p a lo largo de una isébara P, es decir de: cp (T, P?).
Demo: ver (6.58b)

10
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Ruffo (P.L.)

6.4 MINIMA INFORMACION

6.4.1

[a] Arbol para el potencial de Helmholtz

Arbol de derivacion de un potencial

@

(6.53a) Cal.Espec.: (s, T)

(6.22)

32 Gibbs: (s, T

da

oT

4

= —s(T,v)

(6.41) Maxwell (s,
(6.41) Maxwell: (s, T)

®

V)

(6.22) 32 Gibbs: (s,v)

da
ov

= —P(T,v)
T

(6.22) da = —s.dT — P.dv (32 ec. de Gibbs)

(6.49) Coef.Term.: (s, v)

9%a 9%a

®

aT0v _ ovaT _ ov

T

6.43) Clausius: (s, v)

03a

03a

aT2.9v  OT.0v.dT

_oa%p
T arz

4

Arbol para el potencial de Gibbs

(6.27) dg = —s.dT + v.dP (42 ec. de Gibbs)

(6.27) 42 Gibbs: (s, T

@

ag

an

= —s(T,P)

(6.53b) Cal.Espec.: (s, T)

(6.42) Maxwell (s,

(6.42) Maxwell: (s, T)

(6.27) 42 Gibbs: (s, P)

®

ag

6PT

= v(T, P)

P)

9%g
aT.oP

®

9%g _ ov
aP.dT  aT

P

= a.v

(6.49) Coef.Term.: (s, P)

(6.44) Clausius: (s,T)

d3g

d3g

aT2.0P  AT.OP.OT

_ 9%

T T2

P

11




TERMODINAMICA (INGENIEROS) Ruffo (P.L.)

6.4.2 Min. info, para obtener los potenciales termodinamicos:

Dada la mayor simplicidad de los mdédulos y submddulos (coef. térmicos y caldricos) de los potenciales de
Helmholtz (a) y Gibbs (g), nos apoyamos en ellos.

A la vista de los arboles de (a) y (g), para obtener los potenciales termodinamicos, basta disponer de:

12/ Una ec. de estado térmica: P = P(T,V) o bien: v =v(T,P)
22/ Un submddulo, de los siguientes:

C:
— 63a — a(?”) B P 0 . X Cy
arrr = 55| = Ty — conocido a lo largo de una is6cora v" y un valor particular de: T
v v
cp
a3g a(?) . o 0 . cp
grrr = 33 o T Tor — conocido a lo largo de una isébara P" y un valor particular de: e
P

Nota: es indiferente la isdcora o la isébara — es mas comodo tomar: v = coy P — 0, que coinciden
con la del Gas Ideal y son, por tanto, funciones exclusivas de T

De 19/ y 29/ se pueden obtener directamente los potenciales "a", o bien "g" y de ahi, el resto de
potenciales y ec. estado, por simple derivaciéon usando las relaciones de Gibbs-Helmholtz (ver Aptdo. 5.3):

A
a2
. 68 0l (6.45)
/1y
G
o(7)
_ _\T
H=- 0 0 (6.46)
T/1p
" o d%a d%a 3(%") a2p o 52p
H e d = = — = — — = — ) = — .
bemo Arbol a oT2.0v . OT.0v.0T ov . aT?ly d (T) aT?1y dv
- . fcv(;":v) ’ (C_v) B J-v a%p d N cy(Tiw) | cy(Tivp) fv a*p d
- Integramos CU(TT;,,O) ) = Juoaral, v T T vo aT21, " v
. 93 a(z oy
- ademas 5= =- () = d(C_v) — (%) dT
ar3l, aT T aT
v v
cy(T;vg) v [
; T ) _ (T 6(7) cv(Tivo) _ cu(Toivo) T a(?)
- integramos = [, (7o vy d (F) = fTO S .dT = S = fTo S .dT
To Vo Vo
cp
no_n 639 33g a(?) 9% (Cp) a%v
e d = = — = — —_ ) = —
Arbol °g dT2.0P  9T.OP.OT P aT?lp = d T aT?lp”
T
. CP(TT::P) d cp\ _ (P 9%v d cp(T:P) _ [cp(TiPo) P 92v P
- Integramos = ffp(?;Po) (7) - fPoﬁ P’ = Tt fpom P’
) 93 (e (B
- ademas - =2 ——(—T) =>d(C—P)= () .dT
ar3lp aT . T aT .
cp(T;Po) cp cp
. T cp\ _ (T 0(?) cp(T;Po) _ cp(To;Po) T 6(?)
- integramos - Cp(TO;PO)d(?) = fToa_T .dT => = fTo 5| -dT
To Po Po

Los términos recuadrados se obtienen del valor de:

- ¢, a lo largo de una isécora ¢,(T;v,), se suele tomar la isécora v — oo por corresponder al caso sencillo de
comportamiento como G.1.

- ¢y a lo largo de una isébara ¢, (T; P,), se suele tomar la isébara P — 0 por corresponder al caso sencillo de
comportamiento como G.I.

A partir de aqui ya podemos calcular todas las funciones termodindmicas, porque podemos alcanzar el vértice

superior del arbol en cuestion

12
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6.4.3 Min. info, para obtener las propiedades de un estado de equilibrio

Caso particular: e sistema cerrado homogéneo.
e con una Unica variable métrica, que sea V (sistema simple)

Para obtener las propiedades de un estado de equilibrio, se necesita conocer una de las siguientes
alternativas:

a/ Una ec. caracteristica (potencial termodinamico): contiene toda la info que se puede necesitar de un
sistema en equilibrio.

b/ Dos ecuaciones de estado, siempre que sean compatibles.
Por ejemplo: V =V(T,P) ya que a partir de ellas se puede obtener, en este caso,
S=5(T,P) el potencial G, por integracion.

¢/ Tres coef. termodinamicos + una cte. de integracion: a(T, P), k;(T, P), cp(T, P) + la densidad de un
estado de referencia p°
-con: a(T,P),xr(T,P) y p® - seobtiene la ec. estado térmica: v = v(T, P)
-con: v =v(T,P) y cp(T,P) — pueden obtenerse las variaciones de: AU, AH y AS

Demo:

ov
dadoque: dv = o

.dP = a.v.dT — kr.v.dP = %=a.dT—KT.dP
T

dT + 2
)2 oP
. v dv T P . v
integrando: vaT = fTo a.dT — fPo Kr.dP (si:ayKyctes) = Ln (v—) = a.(T —Ty) — k7. (P — Py)

0
dedonde: |v=v(T,P)| - ec.estadotérmica

con la ec. estado térmica y cp se pueden obtener: AU, AH y AS , segun la alternativa d/
d/ Una combinacién adecuada, como:
Por ejemplo: - ec. estado térmica: f(v,T,P) =0

- ¢y (T, v) , o bien: ¢, (T, P)

Nota: - la mas utilizada es la “d/”, por ser facil su determinacion experimental.
- resolucién: integrando las expresiones para du, dh y ds del Apdo. 5.8.4 (ver ejercicios)

13
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6.5 DERIVADAS PARCIALES

6.5.1 Derivadas parciales inmediatas

Algunas derivadas parciales en termodindmica son meras definiciones — no se pueden reducir mas
Su valor viene dado por la info que tenemos del sistema termodinamico — jse deben memorizar!

De la 12 ec. de Gibbs
Aplicada a: - sistemas cerrados homogéneos monocomponentes
- con una unica variable métrica, que sea V (sistema simple)
- en proceso ciclico cuasiestatico: (5.2) » dU =T.dS = P.dV =0

a(T.5) _
apy)

$T.dS
$pPaAv

efdU=0 = $T.dS=¢P.dvV 1 = (6.47)

Coef. Térmicos: (a, Ky, B) — (derivadas parciales constituidas exclusivamente por las variables de
estado de la ec. estado térmica)
sitomamos: v = v(T, P)

tenemos: dv = g—; P.dT +S_Z T.dP = a.v.dT —k;.v.dP = % = a.dT — Kp.dP

¢ (2.16) Coef. expasion isébaro — %.g—; . = |la.v= % . [m’Z:K] (6.48)

¢ (2.17) Coef. compresibilidad isotermo  — Kk = —%.S—Z . = |—Kp.V = z—z . [m:fpa] (6.49)

¢ (2.18) Coef. piezométrico - B = %.g—l; ) = |B.P = Z—; . [P—K“] (6.50)

. (6.33/34): = |g.P = Z—i = % <] (6.51)

¢ (6.44) ademads se cumplira Schwarz = Z—Z . aaKTT . [K;a] (6.52)
I1I| Coef. Caléricos: (c,, , cp) — (Calores Especificos) (ANEXOE.2) (35)

¢ (3.35) calor espec. isécoro = ¢, = Z—: L= g—l; ) .% .7 2—1: ) .g—; ) = |c, = T.g—; ) [mojl.K] (6.53a)

¢ (3.37) calor espec. Isébaro = cp = Z—: L= Z—: ) .% L= z—: ) .Z—; ) 4=\> € = T.Z—; ) [mOJLK](G.53b)
(6.18)

14



TERMODINAMICA (INGENIEROS) Ruffo (P.L.)

De la Entropia: (s) — (en relacién con las variables de la ec. estado térmica)
e Respectoa T — ver (6.53a) y (6.53b)
e Respectoa v:
i os| 9% _pgp=X2 J
- de las relaciones de Maxwell (6.41) adrw S B.P = . [m3_K] (6.41)
(se usa cuando tenemos: s = s(T; P) = Maxwell)
(6.53b)& Z(B'A'S)
- por cambio de variable y usando (6.53b) — O| o o1 _ce L [ / ] (6.54)
P Y ’ avlp dTlp'ovlp T av m3.K ’

(cuando no aparece la T en la derivada, multiplicar y dividir por "dT")
e Respectoa P:

ds v m3
o5, = "o, = T |2 (6.42)

(se usa cuando tenemos: s = s(T; P) = Maxwell)

- de las relaciones de Maxwell (6.42)

as as
- —| =—
oprl, — ar
(cuando no aparece la T en la derivada, multiplicar y dividir por "0T")

oT
v 0P

—&w 1 _ o kr [m3] (6.55)

- por cambio de variable y usando (6.53a) , OGP T a bmox

15
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6.5.2 Derivadas parciales de potenciales: u, h, a, g
en relacion con las variables de la ec. estado térmica: T, P, v

Metodologia: a/ realizar el arbol
b/ escribir el potencial en funcién de las variables deseadas (a la izquierda)
c/ “ou “ “ooou “ sus variables naturales segun Gibbs (a la derecha) y
derivar mediante la regla de la cadena

Procedimiento: — una etapa
12/ Eliminacion de Potenciales (de la derivada):

- los potenciales siempre han de estar en el numerador de la derivada parcial.
- de no ser asi, aplicaremos la regla de la inversa y la regla de la permutacion circular.

. . .,
Ejemplo-1: Calcular la derivada parcial: ﬁ Deseo Tengo _ P
P
- deseamos ver u = u(P, v), es decir: como funcién de (P, v) P S
- tenemos u en var. naturales: (s,v) — (6.5) 12 Gibbs: du = T.ds — P.dv u ™~ v
- por tanto, creamos la funcién: u = u[s(P, v), v] vZ Ny

i0JO!: todas las ramas del arbol
deben acabar en las var. deseadas

. d d d d
- derivando (regla de la cadena): 2= =2 Mo o=pe Ll _p=Cp_
ovlp dsly, dvlp  Ovlg T av av
L ) 1 ] ] LJ L ) L
¢ (6.5)
(6.54) Entropia
B o B
- por lo que: vlp — av P (6.5)
Ejemplo-2: Calcular la derivada parcial: z—: Deseo Tengo T
v
- deseamos ver h = h(T, v), es decir: como funcién de (T, v) T _-
- tenemos h en var. naturales: (s, P) — (6.18) 22 Gibbs: dh = T.ds + v.dP h > v
- por tanto, creamos la funcién: h = h[s(T,v), P(T,v)] vZ Sp
Ny .
- derivando (regla de la cadena): on| _or 95 On| 9P| — oy v.f.P=c,+p.v.P
arl, — aslp arl, ' arlg arl, T
L ] L J L J L J —J | I
T (2.19) Coef. Térmicos
(6.18)
(6.53a) Coef. caldricos
- por lo que: Z—h =c,+p.v.P (6.18)
T v

Que es la derivada parcial que relaciona:
e un potencial: h
e variables de la ec. estado térmica: T, P, v

16
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6.5.3 Derivadas parciales de potenciales: u, h, a, g
en relacion con “s” y las variables de la ec. estado térmica: T, P, v

Procedimiento: — dos etapas, a aplicar en el siguiente orden:
12/ Eliminacion de Potenciales (de la derivada):

- los potenciales siempre han de estar en el numerador de |la derivada parcial.
- de no ser asi, aplicaremos la regla de la inversa y la regla de la permutacién circular.

. . . v
Ejemplo: Calcular la derivada parcial: 3 regla de la inversa
a
\L da
ermutacion circular: B [l ail
P ) aslg "aal, "avls — 6sa_ﬁ|.a_“| - a_“l
daly dvlg vlg
- aplicamos Apdo. 6.5.2: Deseo Tengo _ s
da da oT aT
numerador: 5l =37l 55 = 7S5 s LT
v v v v Y 7 Ny
(6.22) 32 Gibbs a v
. da da| T da oT Y 1
denomin.: —| =—| .— —| =-s.—| —P v Ry
ovlg 0Tl odvlg = odvir vlg
(6.22) 32 Gibbs
(6.22) 32 Gibbs
o __ S s
v 3 3
-porloque: —| =——52r =22 (1)
dslq —s.a—| -P s.—l +P
vig dvlg

22/ Eliminacidn de la Entropia (de la derivada):
- la entropia siempre han de estar en el numerador de la derivada parcial.
- de no ser asi, aplicaremos la regla de la inversa y la regla de la permutacion circular.

(6.53b)
. aT 1 V1 T
Ejemplo: - numerador: —| =7 = =—
dsl, 2= = Cy
aTly T
as|
. oT v ds aT -1 v .P .P.T
denomin.: a_v g 5 =-1 5 :W:_%:_[iv :_ﬁc
s T v N &‘T-B—TV aTl, T v
T T
ov S S s.T ov 1
- @ - g = - B.P.T = B.s.T = P(ﬁST—C ) - E = P( _C_V)
a s.(——cv )+P P.(—Cv —1) AP-S- v a . ST

Que es la derivada parcial que relaciona:

e un potencial: a

e entropia: s

e variables de la ec. estado térmica: T, P, v
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6.6 RELACIONES GENERALIZADAS

En este apartado nos referimos a las relaciones generalizadas para: du, dh, ds; en funcién de las variables
de la ec. estado térmica: T, P, v

Valido para: - sistemas cerrados homogéneos.
- con una Unica variable métrica, que sea V (sistema simple).

Objetivo: se desea obtener expresiones para du, dh, ds, en funcién de parejas de variables de la ec.
estado térmica: (T, P), (T, v)
Nota: en funcidn de la pareja (P, v) no es tan interesante, por evitar la T (facilmente medible)

Partimos de las ec. de los potenciales: «[ u=uls,v)
h = h(s,P)
y de la 12 Gibbs, (6.5): du=T.ds — P.dv

du,dh — vienen dadas en funcién de sus variables naturales, lo que nos obliga a realizar un cambio de
variables (a la pareja deseada de variables de la ec. estado térmica) y por tanto, a una
derivacion mediante la regla de la cadena.

18



TERMODINAMICA (INGENIEROS) Ruffo (P.L.)

6.6.1 Relaciones generalizadas para: du, dh, ds; en variables: T, P

Se utilizan para calcular: du, dh, ds ; cuando se conocen:

e |a ec. estado térmica - f(T,P,v)=0
e el calor especifico isébaro - Cp
Al/ EnergiaInterna: du du = (cp — P. Z; ) dT — ( g; + P.Z—;Z ).dP [Ll] (6.56a)
P T mo
Demo: Deseo Tengo
-deseo: u = u(T,P) - (6.6) du=2 ar +2| .ap

aTlp aPlp \/i

-tengo: u = u(s,v) - (6.5)12Gibbs: du=T.ds —P.dv

y ou por la parte conocida del arbol (en cadena) / \ 4

ou
- derivamos —

OT oP T
Qul - _ 9ul - 05 Ou .a_u =T.2_ .a_v =cp—P.av
arlp ~ asly arlp " avlg orlp T, . orlp o
(6.5) 12 Gibbs (2.16) Coef. Térmicos
12 Gibbs (6.5) (6.53b) Coef. caldricos
ul - _ oul 05 Ou a_u =T( v ) p.Z =T.(—a.v) — P.(—K7.v)
aPT IaS U”aPTI aP
T 6 5) 12 GIbbS (2.17) Coef. Térmicos
12 Gibbs (6.5) (6 42) Maxwell (2.16) Coef. Térmicos
A2/ Entalpia: dh dh = cp.dT + (v -T.2 P) .dp| [L] (6.56b)
Demo: Deseo Tengo
oh oh
~deseo: h = h(T,P) — dh=2| .dT+2| .dP
E)T dP T \ i

-tengo: h = h(s,P) — (6.18) 22 Gibbs: dh =T.ds + v.dP

/\

. oh . .
- derivamos — por la parte conocida del arbol (en cadena)

any 5'1‘

o
oT P $ CP
(3.37) Coef. caldricos
dh dh as dh 61;
oply = aslp oply T ol ~arl, +v—T(av)+v—v(1—aT)
T (6. 18) 22 Gibbs (2.16) Coef. Térmicos
22 Gibbs (6.18) (6.42) Maxwell
, cp v cp J
A3/ Entropia: ds ds==.dT ——=| .dP ==.dT — a.v.dP [ ] (6.56¢)
T JdTlp T mol.K
(2.16) Coef. Térmicos
Demo:
- partimos de (6.5) 12 Gibbs: ds = du+TP'dv
- —(c._p.2¥ (1.2 4+po¥
- siendo (6.56a): du = (c P. poe P) .dT (T. oTlp + P'ap T).dP
av
-y: dv = arlp .dT + i .dP
1 a v ov ov
-queda: ds = |(cp —%D.dT—(T.E + P ET dP+%|P./dT+W3]
1 Cp
ds =z.[cp.dT — T.22 dP] AT =2 .ap
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6.6.2 Relaciones generalizadas para: du, dh, ds; en variables: T, v
Se utilizan para calcular: du, dh, ds ; cuando se conocen: - ec. Van der Waals
e laec. estado térmica - f(T,P,v)=0 — casode: - - ec. Dieterici y Redlich
e el calor especifico isdcoro - ¢y - ec. Kwong
, aP J
B1l/ EnergiaInterna: du du = c,.dT + ( — P) .dv [—] (6.57a)
aT mol
Demo: Deseo Tengo
- deseo: u = u(T,v) — du=2 ar+24 .4
eseo: u = u(T,v u_a'r,,' avT.v \/i
-tengo: u = u(s,v) —(6.5)12Gibbs: du =T.ds —P.dv /
- derivamos g—;f| y Z—I: por la parte conocida del drbol (en cadena) \
oul _
atl, N Cv
(3.35) Coef. caldricos
ou u ou as
ET—IESI Igv'.lg _P+T_ _P+T.(ﬁp)
T ‘T'(G 41) Maxwell (2.19) Coef. Térmicos
12 Gibbs (6.5)  (6.5) 12 Gibbs
£, aopP 0P 6_P I
B2/ Entalpia: dh dh = (cv tv.— v) dT + (T o, + .o T).dv [mal] (6.57b)
Demo: Deseo Tengo
-deseo: h = h(T,P) - dh =22 .ar + a—h| dv
' ’ aTly, vlr” \ / if_
-tengo: h = h(s,P) - (6.18) 22 Gibbs: dh =T.ds + v.dP /
- derivamos g—h y Z—: por la parte conocida del arbol (en cadena) \ 4
oh oh| ds oh| P
Ev_|EP,.,Ev, .Es..aT TT+UE —Cv+l7.ﬁ.P
(6.18) 22 Gibbs (6.53b) Coef. caldricos
22 Gibbs (6.18) (6 53a) Coef. caldricos
oh on|  ds on| P oP 1
avly = aslp, awly taply avly rol, UT—T/J’P”(KTU)
(6.18) 22 Gibbs |} (2.20) Coef. Térmicos
22 Gibbs (6.18) (6.41) Maxwell (2.19) Coef. Térmicos
ia: =& op L
B3/ Entropia:ds ds = p .dT + pom 1].dv [mol] (6.57¢c)
Demo:
- queremos: s =s(T,v)
- partimos de (6.5) 12 Gibbs: ds = du+TP'dv [ﬁ]
1 ap
- con (6.57a) queda: ds = pup [cv dT + ( o7, 7/P) .dv +W]
1 Cy opP
ds = ;.[cv.dT+T.a—Tv.dv] =F.dT+ 3| .dv
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6.6.3 Relaciones generalizadas para: cp y C,,

v 0%P
C, cp(T,v) = cy(T) +T. | w2, 4V — (6.58a)
Demo:
2
- la variacién de ¢, con v, se obtiene a partir de la 12 relacién de Clausius, (6.43): % .%
T v

- integrando, con v en un proceso a T = cte y conociendo c, en el estado de partida, suponiendo Gl = P® - 0 = 1% - o, es
decir: ¢,(T,v° - ) = ¢;(T)

- (6.43), en proceso T = cte: dc, =T. m .dv
- integrand0, conT = cte: J‘Ccv(;gv) dc f T BTZ - C'u(T; U) - C;(T) fv ZTI;

derivando la ec. estado térmica (v = cte) y luego integrando, con T = cte

. 92p
- resoluble obteniendo —
aT?ly,

P 0%v
Cp cp(T,P) = cp(M) = T.J, 5| -dP| [ (6.58b)
Demo:
2
- la variacién de c¢p con P, se obtiene a partir de la 22 relacién de Clausius, (6.44): gep| — _p 2%
oP It ar? P

- integrando, con P en un proceso a T = cte y conociendo cp en el estado de partida, suponiendo Gl = P° — 0, es decir:
cp(T,P° > 0) = cp(T)

aZ
- (6.44), en proceso T = cte: dcp = —T.# .dP
. _ . cp(T,P) P 3%v
-integrando, con T = cte: S o) dc, f 7.2° aT2 dp = p(T,P) = cp(T) =T. | o o721, .dP
. 92 . . )
- resoluble obteniendo # derivando la ec. estado térmica (P = cte) y luego integrando, con T = cte
P
2 2
v oP Tv.«a

Cp—C v—c=-T.(3 ) .5 = >0 [L] 6.59

p v P v oT P ov T KT mol.K ( )
Demo:
- experimentalmente es facil obtener cp (sobre todo a P bajas).
- ¢, solo puede evaluarse a partir de ¢p y de los datos: T, P, v, de la sustancia.
- para evaluar: ¢p — ¢, NOs apoyamos en: s(T,v) = s[T,P(T,v)]
_sabemos: %S| — 25| 48| @r o _co_ov| 0P (A i p—y

" arl,  orlp T aplyarl, T T arlp arl, arly, "avlp “orly —
— —
Coef. caldricos (6.53a) (6.42) Maxwell Permutacion circular
(6.53b) Coef. caldricos
av| ap av| \? ap 1 T.v.a?
-porloque: cp—c, =T.—| .—| = —T.(— ) —| =-T.(a.v 2.(——) =
P q P v dTlp 0Ty JdTlp ovlr ( ) V.KT KT
Permutacion circular e inversa (2.16) (2.17)
Notas:
ecp—cc, >0 —-vyaque:kr > 0, siempre (ver estabilidad del equilibrio de sistemas termodindamicos)
ov . p .

°ecp —c, = 0: a/cuando: oTlp = 0 — casodel agua entornoa T = 4°C, donde adquiere mas densidad.

b/ cuando T — 0, si el resto de términos permanecen finitos en ese estado.

e Sélidos y Liquidos: §| « 1, enla mayoria de los estados de equilibrio S cp=c,=¢C
P
* * p.
* Gases |deales: (2.28a) con: a = % = (6.59): ¢p—c, = Tv

1 * * .z
(2.28b) con: Ky :; (5.13): — Relacién de Mayer (ver: 3.40)
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Ccp ov/oP|r KT . s
—=—=—= >1 -] — eslallamada Relacion de Reech 6.60
cp/Cy iyl 4 (=1 [-] (6.60)
Demo: (6.53b) permut. Circular (2.17) Kr= coef. compresibilidad isotermo
o5 N/ _om v 0z oy v
c ‘0 0 ‘0 d ‘0 0 —7V.K K o ey . s .
L=t = e = e = o = - = | K= coef. compresibilidad isoentrépico
v NS, SRl ) Slar, ) e s
(6.53a) regla inversa (2.18) (o: adiabatico)
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6.7 OTRAS EC. CARACTERISTICAS

6.7.1  Ec. caracteristicas de un sistema abierto monocomponente

En sistemas cerrados a veces es necesario considerar un subsistema abierto (p.ej.: caso de equilibrio de
fases).

Sea: - un sistema abierto.
- un solo componente.

- en dicho caso, la cantidad de materia "n" sera una nueva variable del sistema, por lo que:

- la ec. caracteristica sera: U=U(SV,n) (6.61)
- en forma diferencial: dUu = cl .dS + ou .dV + v .dn (6.62)
S v.n av ns on sV
U U . . - .
=y = — tienen el mismo significado que en sistemas cerrados, ya que en ellos n = cte
S V,n av nSs
- se llama “potencial quimico” a: u(S,v) = ov
on SV
- (6.62) queda: dU =T.dS —P.dV + u.dn
- aplicando la condicién de homogeneidad: U =T.S—P.V+un - u= w = % =g (6.63)
- las ec. de Gibbs para sist. abiertos quedan: dU =T.dS — P.dV + g.dn (6.64a)
dH =T.dS+V.dP + g.dn (6.64b)
dA=—=S.dT — P.dV + g.dn (6.64c)
dG = —=S.dT +V.dP + g.dn (6.64d)

6.7.2 Ec. caracteristicas de un sistema cerrado monorreactivo, fuera del
equilibrio
Para obtener las condiciones de equilibrio y estabilidad, necesitamos la ec. Caracteristica de un sistema

fuera del equilibrio aunque, préximo a él.

Considerando estados fuera de equilibrio pero, lo suficientemente préximos a él como para que queden
definidos por las mismas variables que definen el equilibrio, mas una adicional (variable interna):

- la ec. caracteristica sera: U=U(,V,$§) (6.65)

siendo ¢ dicha variable interna (en el caso frecuente de un sistema monorreactivo, seria el grado de
avance de la reaccion).

- en forma diferencial: dv =2 s + 9 4y + v .dé
S V,E av &S ¢ %
- se llama (para abreviar): -2 (6.66)
¢lsy
- las ec. de Gibbs quedan: dU =T.dS —P.dV — F.d¢ (6.67a)
dH =T.dS+V.dP —F.d¢ (6.67b)
dA = —=S8.dT — P.dV — F.d¢ (6.67c)
dG = —=S.dT +V.dP — F.d¢ (6.67d)
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